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偏置正交弧线齿面齿轮齿面设计及根切研究

高凌锋，冯占荣，熊光劲，罗 超

（南昌航空大学 航空制造工程学院，南昌 330063）

摘 要：为拓宽面齿轮的应用空间，结合面齿轮与弧线齿的特点，提出了偏置正交弧线齿面齿轮。根据坐

标变换规律及啮合原理推导了全齿面的方程，并在 Matlab软件中建立了全齿面模型。结合齿面模型及根切原

理,利用 Matlab软件编程计算了齿面根切的位置。借助 CATIA软件二次开发进行仿真切齿试验，验证了计算

的正确性。探究了各参数对最小内半径的影响，结果表明：坐标系距离与最小内半径呈负相关，刀具圆弧半径、

偏置距离及模数都与最小内半径呈正相关，其中模数对根切位置影响最大。最后计算了顶尖位置，通过最大外

半径与最小内半径之差确定了面齿轮的最大齿宽。
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Tooth surface design and undercutting research of
offset orthogonal arc tooth face gear

GAO Lingfeng，FENG Zhanrong，XIONG Guangjin，LUO Chao
（School of Aeronautical Manufacturing Engineering，

Nanchang Hangkong University，Nanchang 330063，China）

Abstract：For the purpose of expanding the application range of face gear，a new design of
offset orthogonal arc tooth face gear was proposed by combining the characteristics of both face gear
and arc tooth. The equations of full tooth surfaces were derived，and the visualization of tooth surfac⁃
es was realized in Matlab. Based on the mathematical model and the undercutting theory， the under⁃
cutting location of the gear was calculated. Result was confirmed by the simulation experiment using
CATIA secondary development. Several factors influencing with the minimum inner radius were stud⁃
ied. The research showed that：while the positional parameter had a small negative influence on the
minimum inner radius， the radius of the gear cutter and the offset distance both had positive influence
on it. When the module of gear increased， the inner radius increased greatly. In the end， the location
of the tooth tipping point was confirmed and the tooth width of face gear was calculated.

Key words：offset orthogonal；arc tooth；face gear；undercutting research；
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面齿轮副由圆柱齿轮和面齿轮共同构成。相

较于传统圆柱齿轮传动，面齿轮副具有质量小、传

动稳定、噪声低、分流性能强等诸多优点，因此被

广泛应用于航空航天领域。国外对于面齿轮研究
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起步较早，Litvin教授及其团队 [1⁃2]率先开始了对

面齿轮的研究并取得了一系列建设性成果。而国

内学者到 90年代末才开始逐渐注意到面齿轮的

优点。南京航空航天大学的朱如鹏教授团队 [3⁃5]为

我国的面齿轮研究奠定了坚实基础。在其之后,
更多的学者在齿面修形、啮合分析、振动特性 [6⁃8]等

诸多方面取得了研究成果，同时也有更多的齿形

被设计出来 [9⁃10]。然而这些研究大都针对两齿轮

轴线相交的情况，对于小齿轮施加一定偏置距离

的偏置传动形式，目前可见的研究较少。付学中

等 [11]采用碟形砂轮磨齿展成了偏置面齿轮，徐伟

俊等 [12]研究了与圆柱型蜗杆啮合的偏置曲线齿面

齿轮，李大庆等 [13]探讨了偏置斜齿面齿轮的齿面

设计。

偏置面齿轮副是一种将小齿轮偏离面齿轮中

心一定距离的传动形式，可以拓展面齿轮应用空

间，提高设计的多样性。本文提出一种偏置弧线

齿面齿轮，以弧线齿圆柱齿轮 [14]为假想刀具，通过

包络法展成了面齿轮齿面，并利用Matlab软件编

程建立了齿面模型。再根据齿宽限制条件，计算

了偏置面齿轮的根切极限点，并探究了各参数对

根切位置的影响。

1 偏置弧线齿面齿轮齿面方程推导

1. 1 弧线齿圆柱齿轮齿面方程

图 1为圆柱齿轮坐标系，其中 R 1 为节圆半

径，b为齿轮齿宽，其齿槽呈现圆弧形，L为齿槽对

称线。坐标系O s ⁃x s y s z s建立在中间截面上，坐标

系 O h ⁃xh yh zh是将其沿轴向移动 h并绕 z轴旋转 β

角度得到的。

图 2为圆柱齿轮横截面图，R b为基圆半径，θ s

为渐开线上一点的角度参数，θ s0为渐开线起始点

的初始角度，λ、γ为两条对称的渐开线，n λ1、nγ1则

分别为渐开线上对应的法向量。

图 3为齿线展开图，L为标准圆弧，刀具圆弧

半径为 R t。

根据几何关系可得

β=( R t - R 2
t - h2 ) /R 1 （1）

渐开线齿廓方程为

rh ( θ s )= ( x h,yh,zh,t )T =
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（2）

而 由 坐 标 系 O h ⁃xh yh zh 转 化 到 坐 标 系

O s ⁃x s y s z s的坐标变换矩阵为
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（3）

故圆柱齿轮刀具在面齿轮坐标系中的齿面方

程为
图 1 圆柱齿轮坐标系

Fig.1 Cylindrical gear coordinate system

图 2 横截面坐标系

Fig.2 Cross⁃sectional coordinate system

图 3 齿线展开图

Fig.3 Unfolded drawing of tooth trace
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r s ( rx,ry,rz,t )T =M sh rh （4）
而该齿面的法向量为

n= ∂r s
∂θ s
× ∂r s
∂h =±R bθ s sin ( θ s0 + θ s ± β ) i-

R bθ s cos ( θ s0 + θ s ± β ) j+ R 2
bθ s
∂β
∂h k （5）

1. 2 弧线齿面齿轮齿面方程

图 4 为 偏 置 正 交 面 齿 轮 副 坐 标 系 ，其 中

O 0 ⁃x0 y0 z0为圆柱齿轮静坐标系，O s ⁃x s y s z s随圆柱

齿轮转动，其转角为 φ s，Om ⁃xm ym zm为面齿轮静坐

标系，O 2 ⁃x2 y2 z2随面齿轮转动，其转角为 φ 2。L 0
为两齿轮中心在 z0方向上的距离，E为两齿轮中

心在 ym方向上的距离，即圆柱齿轮的偏置距离。

图 4中各坐标系之间的转换关系如下：
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M 2,s =M 2,m ⋅Mm,0 ⋅M 0,s （6）
再根据齿轮啮合关系可得

ω s = ω s ⋅ k s
ω 2 = ω 2 ⋅ k2

q2s =
N s

N 2
= φ 2
φ s
= ω 2
ω s

（7）

式中 ω s为圆柱齿轮角速度；ω 2为面齿轮角速度；

N s 为圆柱齿轮齿数；N 2 为面齿轮齿数；q2s 为传

动比。

由于圆柱齿轮与面齿轮啮合形式为点啮合，

设啮合点随圆柱齿轮转动速度为 v s，随面齿轮转

动速度为 v2，则圆柱齿轮与面齿轮公共啮合点的

相对速度为

v ( s,2 )= (ω s - ω 2 )× r s -( Ejs - L 0k s )× ω 2 =
( v ( s,2 )x ,v ( s,2 )y ,v ( s,2 )z )T （8）

根据啮合原理，将式（5）、式（6）相乘即可得到

偏置正交面齿轮啮合方程

f ( θ s,h,φ s )= n ⋅ v= I sin φ s + J cos φ s - K= 0
（9）

其中

I=∓q2s ( L 0 + z s ) sin ( θ s0 + θ s ± β )+ q2s x sR b
∂β
∂h

J= q2s ( L 0 + z s ) cos ( θ s0 + θ s ± β )+

q2s ( y s - E )R b
∂β
∂h

K= x s cos ( θ s0 + θ s ± β )± y s sin ( θ s0 + θ s ± β )
（10）

故啮合方程可简化为

I 2 + J 2 sin (φ s + ϕ )= K

φ s = arcsin ( )K

I 2 + J 2
- ϕ

ϕ= arctan J
I

（11）

将啮合方程（式（9））与 r2 =M 2s r s 联立可得

偏置面齿轮工作齿面方程

ì
í
î

f ( θ s,h,φ s )= n ⋅ v
r2 =M 2s r s

（12）

由于面齿轮的过渡曲面是由刀具齿顶平面切

削形成的，所以用齿顶处的角度参数 θ *s 代替 θ s即
可得过渡齿面方程，即式（13），式中 R a、R b分别

为刀具齿轮齿顶圆半径、基圆半径。

r *2 ( θ *s,h,φ s )=
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

r2 ( θ s,h,φ s )=M 2s r s

θ *s =
R 2
a - R 2

b

R b

（13）

1. 3 偏置正交弧线齿面齿轮齿面模型

面齿轮的齿面方程中有 θ s、h、φ s三个参数，

根据式（9）~式（11）可得出他们之间的相互关系，

在Matlab中可任取两个作为离散化变量 [15]。此处

将 φ s设为未知量，分别取 θ *s /200和 0.5作为 θ s和 h

的步长，其余各项参数取值如表 1中所示。

图 5~图 7分别为各自齿面方程在Matlab中

图 4 偏置正交面齿轮副坐标系

Fig.4 Coordinate system of offset orthogonal face⁃gears
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图 5 工作齿面

Fig.5 Working tooth surface

图 6 过渡齿面

Fig.6 Transition surface

图 7 全齿面

Fig.7 Full tooth surface

编程所得的工作齿面、过渡曲面及全齿面模型。

图 5中的工作齿面由刀具齿轮包络形成，其

齿廓呈圆弧形，由内向外齿厚逐渐变小，直至成为

一个尖点，即顶尖现象。图 6中的过渡齿面是由

刀具齿顶切削而成，其主要作用是从工作齿面平

滑地过渡到齿底平面。图 7为全齿面模型，展示

了两种齿面的位置关系，而根切现象发生在工作

齿面与过渡齿面相交处。

2 齿根根切

2. 1 根切位置计算

齿根根切是一种加工缺陷。随着刀具齿轮与

被加工面齿轮的不断啮合，在特定内径范围内，会

出现已经加工好的齿面被刀具齿顶再次切除的现

象，即为根切现象 [16⁃18]。根切的出现会导致应力集

中，并严重降低面齿轮的啮合性能，因此在设计之

初就需要避免。由于弧线齿两齿面不对称，因此

需要分别计算两齿面的根切极限点，再取其中的

最大半径值即为面齿轮的最小内半径。图 8中展

示了单个齿面的根切极限点，根切极限点是根切

现象的结束点，其出现在过渡齿面与工作齿面的

交线和齿顶圆柱母线的交界处。

加工过程中，啮合点随刀具齿轮运动速度 v s，
随面齿轮运行速度 v2，满足关系式 v2 = v s + v ( s,2 )。
根据根切理论，当 v2 = 0时，面齿轮齿面会出现根

切极限点，此时 v s =-v，从而可得以下关系式：

v sx=
dx s
dt =

∂x s
∂θ s
⋅ dθ sdt +

∂x s
∂h ⋅

dh
dt =-v

( s,2 )
x

v sy=
dy s
dt =

∂y s
∂θ s
⋅ dθ sdt +

∂y s
∂h ⋅

dh
dt =-v

( s,2 )
y

v sz=
dz s
dt =

∂z s
∂θ s
⋅ dθ sdt +

∂z s
∂h ⋅

dh
dt =-v

( s,2 )
z （14）

因为啮合方程 f ( θ s,h,φ s )= n ⋅ v= 0对于任

意时刻 t都恒成立，故对其微分有

∂f
∂θ s
⋅ dθ sdt +

∂f
∂h ⋅

dh
dt +

∂f
∂φ s
⋅ dφ sdt = 0 （15）

从式（14）中选取任意两个方程与式（15）组成

方程组，可得

表 1 偏置正交弧线齿面齿轮设计参数

Table 1 Design parameters of the offset orthogonal
arc tooth face gear

参数

模数m/mm

圆柱齿轮齿数N s

压力角 α s/ ( ° )

圆柱齿轮齿宽 b/mm

刀具圆弧半径 R t /mm

面齿轮齿数N 2

偏置距离 E/mm

坐标系距离 L 0/mm

数值

4

30

20

100

200

120

30

230

图 8 根切发生位置

Fig .8 Undercutting position
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（16）

则该方程组的系数矩阵和增广矩阵分别为

V、W，并有

V=
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（17）

根 据 线 性 代 数 知 识 ，方 程 有 解 的 前 提 为

r (V )= r (W )，所以矩阵W的行列式为零，即

|W | = 0 （18）
将 式 （19） 的 行 列 式 展 开 为 函 数

G ( h、θ s、φ s )= 0，而面齿轮的根切极限点是由

刀具齿轮的齿顶平面切削出的，故方程组中的 θ s
需用齿顶角度参数 θ *s 代替。再将啮合方程与式

（18）联立，可得方程组

ì
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||W = G ( h、θ s、φ s )= 0
φ s = arcsin ( )K

I 2 + J 2
- ϕ

θ *s =
R 2
a - R 2

b

R b

（19）

根据式（19）可解出参数 h、θ s、φ s，再代入工作

齿面方程中，即可求出两侧齿面根切极限点的位

置 C 1 ( x 1,y1,z1 )、C 2 ( x2,y2,z2 )。正交面齿轮内半

径 R in计算公式为

R in = x2 + y 2 （20）
利用Matlab自主编程求解上述方程组，需要

分别对凹凸齿面进行编程计算，编程中各参数值

取表 2中的数据（表中 x、y、z分别表示求得的点在

齿宽、齿厚和齿高上的坐标值），解得两齿面参数

如下：

根据表中数据，选取面齿轮最小内半径为

R in,min =228.283 mm。

2. 2 仿真切齿试验

基于 CATIA二次开发，编制刀具齿轮仿真

切齿程序来验证计算的准确性。切齿过程如图 9
所示。将刀具齿轮和面齿轮毛坯按标准中心距

安装，并分别绕着各自的中心轴旋转进行切齿。

图 10中齿面展现出了明显的根切现象，在一定内

径范围内的齿面被严重破坏。以最小内半径

R in,min =228.283 mm切除遭破坏的齿坯，如图 11
所示，观察所剩余的齿坯，其剖面图呈现为完整的

渐开线齿形（由于计算机硬件性能的限制，仿真结

果无法还原出完全光滑的齿形，该试验步长设置

为 0.4°），可以判断根切部分已被切除，证明该计

算结果较为准确。

表 2 面齿轮根切点的各参数值

Table 2 Parameter values of the tangent points of
the face gear

参数

x

y

z

h/mm

φ s/ ( ° )

R in /mm

凹齿面

227. 525 9

-2. 321 9

-28. 104 3

-4. 049 6

0. 513 6

227. 537 8

凸齿面

228. 266 6

2. 677 6

-30. 138 1

-2. 770 2

-0. 431 2

228. 282 3

图 9 仿真切齿

Fig.9 Simulation of gear cutting

图 10 根切现象

Fig.10 Undercutting phenomenon
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2. 3 根切内径影响因素

为了探究影响面齿轮内半径的因素，本文从

面齿轮及圆柱齿轮的齿面方程中，选取坐标系距

离 L 0、刀具圆弧半径 R t、模数 m三个参数，分别取

不同偏置距离 E来计算齿轮最小内半径，求得三

组数据对内半径的影响如图 12~图 14。

图 12 坐标系距离对最小内半径的影响

Fig.12 Influence of L 0 on R in,min

图 13 圆弧半径对最小内半径的影响

Fig.13 Influence of R t on R in,min

图 14 模数对最小内半径的影响

Fig.14 Influence of m on R in,min

图 12~图 14中曲线表明：当偏置距离相同

时，最小内半径与坐标系距离呈负相关，但与刀具

圆弧半径呈正相关，而这两个参数对最小内半径

的影响都较小。模数对最小内半径有极大的影

响，模数越大，最小内半径越大。

3 顶尖位置的计算

弧线齿面齿轮齿面具有不对称性，随着半径

的增大，两齿面会在齿顶处交于一点，即为顶尖。

在两个齿面上表示该点的三维坐标都相等，故有

方程组

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

x21 ( θ s1,h1,φ s1 )= x22 ( θ s2,h2,φ s2 )
y21 ( θ s1,h1,φ s1 )= y22 ( θ s2,h2,φ s2 )
z21 ( θ s1,h1,φ s1 )= z22 ( θ s2,h2,φ s2 )= h a - R 1

f1 ( θ s1,h1,φ s1 )= f2 ( θ s2,h2,φ s2 )= 0
（21）

其中 h a 为圆柱齿轮齿顶高。根据方程组可求得

顶 尖 坐 标 ( x21,y21,z21 )，而 面 齿 轮 最 大 外 半 径

R out,max表达式为

R out,max = x221 + y 221 （22）
将表 1中的数据代入式（21）、式（22）可求得

最大外半径 R out,max = 271.847 6 mm，则 h a 面齿轮

最大齿宽 Rmax可确定为

Rmax = R out,max - R in,min = 43.564 6 mm （23）

4 结 论

1）提出了一种偏置面齿轮副形式，推导了面

齿轮的齿面方程，在Matlab中实现了全齿面的数

学建模，对齿轮根切现象做了理论分析和数值计

算，并以滚齿仿真验证了计算的准确性。

2）探究了影响最小内半径的因素，结果表

图 11 根切位置的切除

Fig.11 Elimination of undercutting position
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明：偏置距离与最小内半径呈正相关，但其影响幅

度较小。在其他参数不变时，坐标系距离的增大

会导致最小内半径的减小，而刀具圆弧半径对其

影响则相反。当刀具圆弧半径不断增大时，最小

内半径会逐渐增加并趋向于一个极限值。在这些

参数中，对最小内半径影响最大的是模数m，因此

选取适当的模数可以更有效地控制根切的位置。

3）求解了顶尖坐标和最大外半径，并得出了

弧线齿面齿轮的最大齿宽。
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